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1. Inleiding.

Het kransprodukt is één van de manieren om, ultgaande
van twee groepen A en B, nieuwe groepen te vormen (zie tﬂ],
[2] en [3]). Dit kransprodukt (notatie A2 B) kan op ver-
schillende manieren gedefinieerd worden, bijv. als
permutatiegroep door uit te gaan van permutatiegroepen
A en B, maar ook als abstracte groep.

In het eerste geval is de struktuur van A7 B afhankeliljk
van de representatie die voor B gekozen 1s. Klest men echter
voor B een representatie die (permutatle-)isomorf is met de
reguliere representatie dan is A 2 B isomorf met de abstracte
groep Al B (zie [2], §3).

Een tweede manier om uit A en B nieuwe groepen te vormen
is het nemen van de groepultbreidingen van A met B. G heet
groepultbreiding van A met B als G de groep A als normaal-
deler bevat, met factorgroep B: G /A £ B. We zullen o.a.
bewljzen dat alle groepultbreidingen G van A met B een kopile
bezltten in de (abstracte) groep A2 B.

2, Definitie A2 B. Stelling.

Definitie: We representeren zowel A als B op de (rechts-)
reguliere wijze. Het (onbeperkte) kransprodukt A? B van A en B
is dan de groep van alle permutaties p op het cartesische
produkt B X A, van de vorm,



o=

(1) p(b,a) = (bv,a,8) beB,aeh,

waarbij voor elke beB een willekeurig element van A is

, &
welke een rechtstr’anslatiebvan de tweede cobrdinaten van de
paren (b,a) bewerkt, terwijl voor verschillende b de keuzen
van de éb uit A onafhankelijk zijn. b is een willekeurig
element uit B, welke een translatle van de eerste cobrdinaten

van de paren (b,a) bewerkt.

We gaan gemakkelljk na dat de permutaties Py met b=1e B,
een normaaldeler P in A ! B vormen die isomorf 1s met het

(onbeperkte) direkte groepsprodukt m Ab , waarblj voor
elke beB Ab een kople 1s van A. Dgé?actorgroep naar P, is
lsomorf met B en de permutaties p2 met ab=’| €A , vormen een
deler P2 van A 2 B welke isomorf is met B. De elementen Po
kunnen als representaties van A ! B naar P,I worden gekozen.
We hebben AZB = P,]P2 en A2 B werkt transitief op B XA,

We merken op dat het kransprodukt niet commutatief 1s,
maar wel assoclatief. Voorts dat de boven gedefinieerde groep

A 2B isomorf 1s met de abstract gedefinieerde A2 B.

Stelling 1. Elke groepuitbreiding G van A met B bezit
een kopie in A 2 B.

Bewijs: Laat G zodanig zijn dat G /A ¢ B, Vat G op als
de (rechtsreguliere) permutatiegroep van zijn elementen,
Laat {b:'L H A I} een representantensysteem van G naar A
voorstellen. De klassen biA worden onder de gekozen repre-
sentatle van G gepermuteerd; deze permutaties vormen een
groep dle isomorf 1s met de regullere representatle van B.
Deze 1somorfie induceert een indicering van de elementen
van B: B ={bi : 1 eI}, zodanig, dat als

bia (bi mod A) = bl; mod A in G ,



dan bl‘bi = b in B .

De klassen M, = biA zijn imprimitiviteitsgebieden van
de permutatiegroep G. Want rechtstranslatie van de elementen
van Mi onder voorvermenigvuldiging met een willekeurig
element bia €G geeft:

1 _ 1 1 _ ! 1 (1) _
blaMi = blabiA = blbia A =

(2) = b a

-1
waarbilj a(i)= bi abi en a(i) factoren ult A gedefinileerd

'l__!
door blbi”bka(i)' Gegeven de translatie b

!

1
ondubbelzinnig bepaald

a zljn de elementen

(1)
a(i)a € A en de representant bk

door de representant bi van Mi'
We vinden dus dat de verzamelingen IVI:.L imprimitiviteits~
gebleden zijn van G en G werkt transitief op de verzameling

U M, van zijn elementen.
ter *
Laat nu A={ aj N 6J} waarin J een zekere indexverza-

melling. Dan definieert de toevoeging

biaj <> (bi,a

een één-één toevoeging van de (transitiviteits-)gebleden van
de permutatiegroepen G en A 1 B.

We tonen aan dat een willekeurige permutatie ult G, dus

van de elementen bia(j , te verkrijgen 1s als net produkt van

twee permutaties uilt Al B (van de overeenkomstige elementen-

~ paren (bi’aj) ).

Een permutatie (translatie) bia werkt op de ?i
. ' : ! i
volgende wijze (2) : biaj gaat over in bka(i)a a

op de
J

Deze permutatie brengen we over op de paren Lbi,aj).A
Onderwerpen we (bi’aj) eerst aan een permutatie Po, segeven



o

door

)

pg(bi,aj) = (blbi’aj> = (bk’ag

en het resultaat daarvan aan p.,, gegeven door
_ ) (1)
p/](bksaJ) - (bk)d(i)a a,j) 3

dan heeft p.p, op (bi’aj) toegepast blijkbaar het zelfde

effect als bia, toegepast op de elementen biaj uit G.
Daar de tweede cotrdinaten ay van (bk’aj)

k onder Py met dezelfde factor a(i)a( ) voorvermenigvuldigd

blj vaste

worden en bovendien de eerste cotrdinaten invariant gelaten
worden, 1is pqé.Pq. b, 1s element van Ps. Dus pquEIXlEL

Opmerking: 1) Het directe groepsprodukt AXB van A en B
1s ilsomorf met de deler PEA' van A2 B, waarbij A' de diago-
naal van P,| voorstelt.

2) M.Tibiletti bewijst in verband met een

geheel andere vraagstelling een bijzonder geval van
stelling 1, nl. dat de groepen G die splitsen over A een
kopie in Al B bezitten.

3. Delers van A2 B als Galoisgroep.

Laat A en B eindige groepen zijn. Laat L een separabele
Galolsuiltbreiding zijn van een of ander lichaam K en M een
separabele Galoisuitbreiding van L. Laat L/K resp. M/L de
Galoisgroepen B en A bezitten., Laat N de klelnste normale
lichaamsuitbreiding zijn van K die M bevat. Dan zijn er
1.h.a. meerdere mogelijkheden voor de Galoisgroep. G van N/K.
We bewijzen dat, bij willekeurige B en voor een zekere klasse
van groepen A, al deze groepen G een kople in A 2B bezitten,

Stelling 2. Laat A een 1somorfe representatie toelaten

als een transitieve permutatiegroep Ar van een verzameling
onbepaalden {Xq:---:Xr}: en laat er een lichaam k bestaan



_5_
met de eigenschap dat het deellichaam k(Ar) van alle inva-
rianten onder Ar in de zuiver transcendente uiltbrelding
k(Xq,...,Xr)
dan bezit, bij willekeurige B, elke groep G van de boven

over k, zelf ook zulver transcendent is over Kk,

aangegeven soort, een koplie in Al B.

Bewijs: (schets) Breidt k uit toteen lichaam K', met de
elgenschap dat K' een algebraische ultbrelding K'e N' toelaat
dle algebraisch disjunct is over k met k(Ar) en zodanig dat
N'/K' de Galoisgroep G bezit. Dit i1s altijd mogelljk door

! -
, M' en N de

met transcendenten: te werken. Laat Kl, L
lichamen zijn die overeenkomen met de lichamen X, L, M en N
zoals boven aangegeven.

We tonen dan eerst aan dat N'/K' 1s voort te brengen
door de nulwaarden van een n-de graads irreducibel polynoom
(n=r.s ; s = de orde van B) : £(t) =t + a,[tn'/I + ...e¢X'[t],
dat over L' ulteenvalt in s irreducibele delers fﬂ""’fs
waarvan elke fi de Galoisgroep Ar t.o.v. L' bezit.

Laat k(Ar) = k(Uq,...,Ur), met U,,...,U, algebralsch:

onafhankelljk over k. Dan is het lichaam K'(Ar) van alle

invarianten onder A_ in K'(Xq,...,Xr) identiek met
K'(Up.nnUL).
Neem s koplet&n van de uitbreiding '
! !
K (UgsnenU) @ KN(X5000X) 0 K'(U 0,0 )eK (Xi,],..,Xir,)
(i=1,...,s8), en wel zodanig dat UjareeosUgn (dus ook
Xﬂﬂ""’Xsr) algebrafsch onafhankelljk zijn over K'. De
elementen Xiﬂ""’xir z1ljn nulwaarden van een ilrreducibel
!
polynoom Pi(t) = (t'Xiq) (t—Xir) over K (Uiﬂ”“’Uir)
. i
en K'(Uﬂﬂ""’Usr) = K'(U), met Galoisgroep Ag ) e AL .
Men toont gemakkelijk aan dat K'(X) = K'(qu,...;xsr)

de Galoisgroep A§1)X ...)(Ai,s) over K bezit. Al deze

beweringen blijven gelden indien we K' door L' vervangen,
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daar L' algebraisch 1s over K'.

8-
We stellen Uik = qu + WEkgi + ...+ wskgi
(1=1,...,8; k=1,...,r), waarin @1"“’98 geconjugeerden
over K' in L'. We krijgen L'(U) = L'(W) = LT(qu,. "wsr)’

en qu,...,w zljn algebraisch onafhankelljk over L' en K'.

sr
Het produkt P(t) = P,(t) ... Ps(t) is nu een polynoom
van de n-de graad over K'(W) geworden, met Galolsgroep A2 B
(bewijs analoog aan het bewijs van stelling 4 (pag.48) in
W.Kuyk: Over het omkeerprobleem van de Galolstheorie,
1960, Amsterdam).
Het slot van het bewijs van de stelling is nu als volgt,
We tonen aan dat het voortbrengende polynoom f(t) van N'/K'
met Galoisgroep G, zo te kiezen is dat het van P(t) af te
leiden 1s door in de cogfficienten van P(t) de elementen Wik
te vervangen door geschikt gekozen kikéK'.
Toepassing van (en modificatie van) een stelling in
van der Waerden: Moderne Algebra I, § 61, geeft nu dat G
een deler van A B moet zijn.

Opmerking: 1) Deze stelling geeft o.a. een ander bewljs
van stelling 1, en wel voor het geval dat B willekeurlg en
eindig 1s, terwijl A aan de voorwaarde van stelling 2 voldoet.

2) De groepen A die voldoen aan de voorwaarde
uit stelling 2, zijn bijv. de groepen die behoren tot de

volgende klasse C:
(1) C bevat alle eindige abelse groepen.

(1i1) C bevat alle eindige symmetrische groepen.

(111) C bevat alle groepdelers van 83 en S).

(iv) Als G€C en HE€C dan GXHEC

(v) Als GeC en HE€C dan GQlHEC

Voorts voldoen de eindige p-groepen en de eindige
spiegelingsgroepen aan de gestelde voorwaarde,



wordt hier nilet aangegeven.

resultaten hier genoemd,
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